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MÉMOIRE 



SDR LE MOUVEMENT 




DES PROJECTILES DANS L’AIR, 



En ayant égard h la rotation de la Terre. 



tu A L’ACADÉMIE DES SCIENCES, LE 14 NOVEMBRE 1857. 



Dans ce Mémoire, le projectile sera considéra comme un point 
matériel et isolé, c’est-à-dire comme an corps dont la masse est réunie 
au centre de gravité ; et il s’agira d’apprécier l’influence de la rotation 
de la Terre sur son mouvement. J’en présenterai incessamment un 
autre à l’Académie, où l’on aura égRrdà la forme et aux dimensions 
du mobile , et dont l’objet sera de déterminer , principalement en ce 
qui concerne les projectiles de l’artillerie, l’influence que leur propre 
rotation peut produire sur leur mouvement de translation. 

La théorie de la résistance que les fluides en général, et l’air. en 
particnlier, opposent au mouvement des corps qui les traversent, n’est, 
jusqu’à présent, qu’une ébauche très imparfaite. On y assimile cette 
force à une suite continuelle de chocs du mobile contre les particules 
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3 SUR LB MOUVEMENT 

du fluide, qui disparaissent et s’anéantissent pour ainsi dire, à mesure 
qu’elles ont été atteintes par ce corps, et qu’elles lui ont enlevé de 
petites quantités de mouvement , proportionnelles à leurs masses et à 
sa vitesse. Newton, à qui l’on doit cet essai de théorie, en avait con- 
clu qu’abstraction faite de la rotation du mobile, et pour une sphère, 
par exemple, la résistance de l’air est égale au poids d’un cylindre de 
ce fluide, ayant pour base et pour hauteur, le grand cercle de la 
sphère et la hauteur due à sa vitesse. Mais les expériences qu’il Gt sur 
la chute, des corps dans l’air, lui montrèrent bientôt l’inexactitude de 
ce résultat, et l’ont conduit à réduire de moitié, cette mesure de la 
résistance; on a jugé, depuis, cette réduction trop forte; et Borda a 
conclu de ses propres observations, que la mesure de la résistance 
devait être seulement abaissée aux trois cinquièmes de sa valeur théo- 
rique. D’après la théorie de Newton, modiGée par l’expérience, la 
force retardatrice, rapportée à l’unité de masse, d’une sphère qui se 
meut dans l’air, a pour expression le carré de la vitesse de ce corps, 
divisé par son diamètre et par le rapport de sa densité à celle du 
Guide, et multiplié 'par un coeillcient numérique sur lequel tous les 
auteurs de Balistique ne sont pas d’accord. Suivant Lombard et 
en s’appuyant sur les expériences de Borda , ce coefficient serait égal à 
environ neuf quarantièmes. Mais la loi véritable de la résistance en 
fonction de la vitesse, est beaucoup plus compliquée: dans les mou- 
vements qui sont, ou très rapides, ou très lents, elle parait s'écarter 
notablement de la proportionnalité au carré de la vitesse; elle croît 
suivant un plus grand rapport , dans le cas des très grandes vitesses; et 
au contraire, elle est sensiblement proportionnelle à la simple vitesse, 
quand il s’agit de petits mqpvements, comme les très petites vibra- 
tions du pendule à secondes (*^). 

Pour déterminer directement et sans aucune hypothèse, la loi de 
la résistance qu’un corps éprouve en se mouvaut dans un Guide, il 



(*) Traité du ^Iou%>ement des Projectiles , 95. 

Additions à la Connaissance des Tems , ann<e i 834 i 18. 
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DBS PJlpJfiCTILES DANS L’AIR. 5 

faudrait considérer A la fois oe mouvement et celai que le mobile 
communique au fluide: par TelTet de ce double mouvemeut , le fluide 
exerce à chaque instant une certaine pression, en cbacfüe point du 
mobile e^'Hormale à sa surface; cette pression , différente de celle qui 
a lieo^ans l’état de repos, produit la résistance proprement dite que le 
mobile éprouve, et à laquelle il faudrait encore joindre la force tan- 
gente à la surface, provenant du frottement de ce corps contre la 
couche fluide qui le touche. C’est ce que j’ai pu faire , en effet, dans 
mon Mémoire sur les Mouvements simultanés du pendule et de l’air 
environnant (*), et oe qni m’a coudait à déduire de la théorie, la 
correction nouvelle que M. Bessel a fait subir, d’après l’expérience, à 
la longueur du pendule à secondes. J’essaierai, par la suite, d’étendre 
mon analyse au cas du mouvement progressif des projectiles dans l’air, 
et de déterminer, s’il m’est possible, la pression que le fluide, qu'ils 
déplacent en le comprimant d’un côté et le dilatant de l’autre, 
exerce sur leur surface, ou la résistance qu’ils éprouvent , envi- 
sagée sous le point de vue que je viens d’indiquer. Je n’ai pas 
besoin de dire combien la connaissance de cette loi, exacte et 
générale , serait importante dans beaucoup de questions , et , par 
exemple, dans le problème de la Balistique. Mais pour l’objet que je 
me suis pr<q>osé dans ce Mémoire, j’ai pu admettre comme étant 
suffisamment approchée, la loi ordinaire de la résistance proportion* 
nelle au carré de la vitesse. 

C’est aussi Newton qui a donné le premier exemple de la détermi- 
nation dn mouvement d’un corps pesant dans un milieu résistant. 
Quand le mouvement est vertical, il a résolu le problème, en sup- 
posant la résistance proportionnelle, soit à la vitesse , soit à sou carré; 
mais lorsque le projectile est lancé dans l’aif suivant une direction 
quelconque, il s’ust borné à considérer le cas de cette force propor- 
tionnelle à la simple vitesse, en observant toutefois que ce cas n’était 
pas celui de la nature. Les deux équations que Newton a dû intégrer 



(*) Tome XI dci Mémoim de C Académie det Sciences. 
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4 SUR LK MOUVEMENT 

pour déterminer les composantes horizontale et verticale de la vitesse 
à un instant quelconque, sont linéaires, du premier ordre et à coef* 
ticients consfanls; et les deux inconnues y sont séparées, de sorte que 
ces deux équations se résolvent indépendamment l’une dcl^tre,et 
que leur solution ne suppose réellement qu’une simple iot^||Fation 
immédiate. 11 n’en est plus de même dans le cas de la résislanoA pro- 
portionnelle au carré de la vitesse ; les deux inconnues entrent à la 
fois dans chacune des équations du mouvement, qui ne sont plus 
linéaires; et ce n’est que par une combinaison particulière, que l’on 
parvient à j sé]>arer les variables et à les ramenei* aux quadratures , 
ce que l’on regarde comme la solution complète du problème. Elle 
est due à Jean Bernouilli, qui l’a donnée dans les actes de Leipzig 
de 1719, plus de trente ans après la solution de Newton, et à une 
époque où le calcul intégral avait déjà fait de grands progrès. Cepen- 
dant, Euler, au commencement de son mémoire sur cette matière (*), 
exprime sa surprise de voir que Newton se soit arrêté au cas de 
la i-ésislance proportionnelle à la simple vitesse, et n’ait pas considéré 
le cas de la nature; lui, dit-il , qui a résolu bien d’autres problèmes 
plus difficiles. On sait d’ailleurs que la question delà trajectoire dans 
un milieu résistant en raison du carré de la vitesse, fut proposée 
comme un déG, anx géomètres du continent, par un Anglais nommé 
Reil, qui croyait le problème insoluble, jMirce que son illustrecora- 
patriote ne l’avait pas résolu. Maintenant le calcul numérique des 
intégrales qui expriment le temps et les deux coordonnées du mobile 
en fonctions d’une quatrième variable , s’effectue aussi simplement 
que la question le comporte, et en poussant les approximations aussr 
loin qu’on veut. On en peut voir un exemple dans les Exercices de 
calcul intégral , de Legendre (**), où ces coordonnées sont calculées à 
moins d’un cent-millième de leurs x’aleurs. 

Indépendamment de la force centrifuge provenant de la rotation de 



(*) Mémoires de t Académie de Berlin, «once 1^53. 

(•*) Tom» 1", ptgc 336. 
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la Terre, et qui influe snp le mouvement des corps pesants, en dimi-^ 
nuant la gravité, d’une quantité variable avec la latitude; celle rola-^ 
tion produit encore, dans ces mouvements, certaines déviations qu’il 
est intéressant de connaître, soit en elles-mêmes, soit pour savoir 
jusqu’à quel point elles peuvent influer sur la trajectoire des projec- 
tiles, et s’il est nécessaire d’y avoir égard dans la pratique de l’artille- 
rie. Plusieurs physiciens ont mesuré, avec autant de précision qu’il a 
été possible, les petites distances dont les corps qui tombent d’une 
hauteur considérable, s’écartent du pied de la verticale. Laplacc et 
M. Gauss ont soumis celte question au calcul; mais en intégrant les 
équations de ce mouvement à très peu près vertical, ils ont fait abs- 
traction de la résistance de l’air, qui peut cependant avoirquelquefois 
une influence eatrémement grande sur le résultat. J’ai donc pensé 
qu’il serait utile de reprendre ce problème en entier, et d’en étendre 
la solution au cas général où le projectile est lancé dans l’air, avec 
une vitesse et suivant une direction quelconques^ 

Pour cela, j’ai d’abord formé les équations diflercnlielles do mou- 
vement absolu dans l’espace, en rapportant à des axes Axes les coor- 
données du mobile; puis j’en ai déduit les équations du mouvement 
apparent, tel que nous l'observons près de la surface du globe, ou 
rapporté à des axes (ixes à cette surface, qui participent, ainsi que 
nous, à la rotation de la Terre. Ges équations différentielles sont très 
compliquées; mais, en prenant la seconde de temps pour unité, la 
vitesse angulaire du mouvement diurne est une très petite fraction ; 
ce qui permet de les réduire à une forme plus simple. On en déduit 
alors quelques consécjiiences générales, dont voici les énoncés. 

Le mouvement de la Terre empêche un liquide, contenu dans uu 
vase et tournant avec une vitesse constante autour d’un axe vertical , 
de parvenir rigoureusement à une ligure permanente, qui serait celle 
d’un paraboloïde de révolution, si la Terre était considérée comme 
immobile. 

Si un corps se meut snr une courbe donnée et attachée lixemeut à 
la surface du globe, l’équation diflérenlielle de son mouvement ne 
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contient pas la vitesse de rotation de la Tecre, et ce mouvement est 
le même, en conséquence, que si la Terre était en repos. Ainsi, pour 
une valeur donnée de la pesanteur, résultante de la ügure et de la 
rotation du sphéroïde terrestre, les oscillations du pendule sont les 
mêmes dans tous les azimuts autour de la verticale; résultat qu’il 
était important de démontrer, vu le degré de précision que l’on ap- 
porte maintenant dans la détermination du pendule à secondes, en 
diflTérents Iieux delà Terre. Mais le mouvement diurne et la direction 
du plan des oscillations ont une petite influence sur la tension variable 
que le fil éprouve pendant qu’elles ont lieu, et qui n’est pas rigou- 
reusement la même dans tous les azimuts. 

Enfin , quand un projectile est lancé dans l’air Suivant une direc- 
tion quelconque, la rotation de la Terre n’augmente ni ne diminne 
la distance à laquelle il se trouve à chaque instant, du plan parallèle 
à l’équateur , mené par son point de départ. 

Avant de chercher les intégrales des équations du mouvement ap- 
parent', dans le cas général, d’une grandeur et d’une direction quel- 
conques de la vitesse initiale , j’ai considéré les cas particuliers les plus 
simples. Le premier est celui où le mobile part d’un point situé à 
une hauteur donnée au-dessus du sol, et est abandonné à l’action de 
la pesanteur, sans qu’on lui imprime aucune vitesse particulière, de 
sorte qu’il commence à tomber verticalement. La vitesse à son point 
de départ, provenant de la rotation de la Terre à laquelle il parti- 
cipe , étant plus grande que celle qui répond au pied de la verticale, 
on comprend que le mobile, quand il a atteint le sol, doit s’écarter 
du pied de cette ligne, à l’est ou dans le sens du mouvement vrai de 
la Terre. Mais le calcul peut seul donner la mesure de cet écart, 
surtout lorsqu’on a égard à la résistance de l’air: il fait voir, en effet, 
que la déviation a lieu vers l’est^ et qu’elle est nulle dans le sens du 
méridien. Pour comparer à l’expérience, la formule qui en exprime 
la grandeur, j’ai choisi les observations de ce genre qui ont été faites 
en i833 par M. le professeur Reiidi, dans les mines de la Saxe. La 
hauteur de la chute était de i58 mètres et demi ; et M. Reich a con-.. 
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du de la moyenne de io6 expériences, une déviation à l’est, de 28 
millimètres et un tiers. Il a aussi trouvé à très peu près six secondes 
pour le temps de la chute; au moyen de cette donnée, j’ai pu calculer, 
sans aucune h3rpothèse, le coefficient de la résistance de l’air que le 
mobile a dû éprouver; et ensuite , la formule a donné 27 millimètres 
et demi pour la déviation; ce qui didèrede l’expérience, de moins d’un 
millimètre. Dans le vide, cette déviation ne surpasserait pas d’un 
dixième de millimètre, celle qui a lieu dans l’air; en sorte que dans 
cet exemple, la résistance de l’air n’a eu qu’une influence insensible. 

Quand le projectile part de la surface de la Terre, et qu’il est lancé 
verticalement de bas en haut avec une vitesse donnée, on conçoit 
que , pendant la durée de son élévation , il doit s’écarter de la verticale, 
vers Vouestj ou en sens contraire de la rotation de la Terre. Il semble 
qu’ensnite, durant sa chute, il devrait se rapprocher de cette ligne, 
et retomber à peu près à son point de départ; mais il n’en est ^x>iat 
ainsi. Parvenu au point le plus haut de sa trajectoire, et lorsqu’il a 
perdu toute sa vitesse verticale, le projectile, en déviant vers Vouest, 
a aussi acquis une vitesse horizontale dans le même sens, en vertu de 
laquelle il continue à dévier dans ce sens , du moins pendant une 
partie de sa chute. La difficulté analytique que ce second cas présente, 
est de raccorder, pour ainsi dire, les deux mouvements successifs, 
ascendant et descendant, du projectile, qui sont exprimés par des 
formules très différentes, lorsque l’on tient compte de la résistance de 
l’air. Ponr appliquer à un exemple la formule relative à la déviation 
totale du mobile , quand il est retombé sur le sol , j’ai supposé que 
ce corps fût une balle, tirée verticalement par un fusil d’infanterie, 
avec nne vitesse d’environ 400 mètres par secondes. La grandeur de 
cette déviation varie beaucoup avec celle de la résistance de l’air; en 
donnant successivement au coefficient de cette résistance des valeurs 
qui soient entre elles comme quatre et trois , on trouve des déviations 
vers Vouest dans les deux cas, mais d’environ un et trois décimètres : 
dans le vide, cette déviation s’élèverait à une cinquantaine de mètres; 
en sorte qu’elle est réduite à un cinq-centième de sa valeur, parla plus 
grande des deux résistances. 
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J’ai encore examiné en particulier, le cas où la vitesse initiale da 
projectile est presque horizontale, ce <{ui comprend, ix)ur Gxcr les 
idées, le tir à la cible. On trouvera dans mua Mémoire les formules 
qui s’y rapportent et qui en expriment toutes les circonstances, selon 
que le tir a lieu vers tel ou tel point de l’horizon. Ici, je me bornerai à 
dire que la vitesse initiale étant toujours d’environ 4<>o mètres, et la 
distance de la cible, placée au but en blanc, égale à aoo mètres, les 
déviations horizontale et verticale de la balle, dues au mouvement de 
la Terre, s’élèveraient à peine à un demi-centimètre, c’est-à-dire 
qu’elles n'influent pas sensiblement sur la justesse du tir et sont 
inutiles à considérer dans la pratique. Ces déviations sont également 
négligeables dans le tir du canon, et dans tous les mouvements qui 
ont lieu suivant une direction à peu près horizontale. 

Dans le cas général , les effets que produit le mouvement de la Terre 
dans le mouvement d’un projectile, sont d’abord des accroissements 
positifs ou négatifs, soitde l’intervalle de temps que le mobile emploie 
à aller de son point de départ au point où il retombe sur le terrain , 
soit de la distance du second point au premier, que l’on appelle la 
portée horizontale. Les signes de ces accroissements dépendent de la 
direction du plan vertical dans lequel le projectile est lancé: il y a 
augmentation dans une direction et diminution dans une autre; leurs 
valeurs sont exprimées par des intégrales doubles , dont le calcul 
numérique serait très pénible. Le mouvement diurne fait, en outre, 
sortir le mobile du plan vertical où il a été projeté; ce qui donne lieu 
à une déviation horizontale, dont la valeur se compose de deux parties 
distinctes, exprimées aussi par des intégrales doubles. L’une de ces 
déviations partielles est indépendante de la direction du plan vertical; 
elle a toujours lieu à droite de l’observateur placé au point de départ 
et tourné vers la trajectoire;- à notre latitude, on peut la considérer 
comme étant l’effet principal de la rotation du globe; et, heureuse- 
ment, on en obtient des limites plus faciles à calculer que sa valeur 
)nèin£, qui se réduiront en nombres, si l’on veut, au moyen de la 
longueur de la portée et de la durée du trajet^ données par l’observa- 
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tion, et sufllt'ont pour appréciée la grandeur de la dévialion. En ap- 
pliquant, par cxcnaple, ces limites au tir de la bombe, tel qu’il a 
lieu dans les exercices des /jo/ygones, c’est-à-dire sous l’angle de 
avec une vitesse initiale de lao mètres par seconde, qui donne une 
portée d’environ 1200 mètres, pour un projectile de 27 centimètres 
de diamètre et du poids de 5 i kilogrammes (*); on trouve ([ue la dé- 
viattion du point de chute sera comprise entre 90 et lao centimètres, 
lorsqu’on tirera dans un plan vertical, tangent au parallèle du point 
de déjMirt. Elle aura lieu vers le nwV//, quand oa tirera vers Vest , et 
vers le norr/, si l’on tire vers X'ouesl. En l’évaluant à un mètre, c-t 
observant qu’un tel écart à la distancie de 1200 mètres, répond à un 
angle d’à peu près trois minutes, il s’ensuit que, pour atteindre plus 
sûrement le but, il faudrait tirer à gauche du plan donné, dans un 
autre plan qui ferait avec celui-là un angle de trois minutes, dont 
la considération peut influer sur la justesse du tir et sur la chance 
d'atteindre le tonneau, dans les exercices où le canonnier doit appor- 
ter beaucoup de précision. La déviation horizontale sera un peu 
moindre et s'observera vers Vest, quand on tirera vers le nord; elle 
sera un pen plus grande et aura lieu vers l’on«f, quand on tirera vers 
le midi. Ajoutons encore, que dans le tir de la bombe à grande por- 
tée, par exemple à une distance du but, ^'environ 4000 mètres, ce 
qui suppose une vitesse initiale d’à pen près le tiers de 800 mètres, 
SQus l’angle de l\S°, et pour un projectile de 90 kilogrammes et d’un 
tiers de mètre de diamètre, les limites de la déviation, en tirant à 
Vest ou à l’ouest, seront à peu près 5 - mètres et 10 mètres; en éva- 
luant donc sa grandeur à 7 ou 8 mètres, on voit que dans les sièges, 
des édifices et des personnes ont pu être atteints par la chute d'une 
bombe, à cause du mouvement de la Terre, et d’autres nepasTètro, 
pour la -même cause. 

Ces nombres, et ceux qu'on a cités plus haut, se rapportent à une 
latitude moyenne; ils varieront avec celle du lieu de l’expérience : à 



(*) La boniLc Je 10 pouces et de 104 I très. 
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l’équateur, et lorsque le tir a lieu dans son plan, la déviation hori- 
zontale s’évanouit, tandis que les accroissements delà durée du trajet 
et de la longueur de la portée y atteignent leur maximum; dans les 
hautes latitudes, ce sont, au contraire, la déviation qui approche de 
son maximum, et ces accroissements qui diminuent: au pôle, la 
déviation horizontale, la même en ce point pour le tir dans tous les 
plans verticaux , surpasserait d’à peu près moitidi|ftlle qui a lieu dans 
notre région. Partout, les accroisl^oienls de la portée et du temps 
sont nuis, quand la^vitMse initiale est dirigée dans le plan du méri- 
dien. 



(i). Le projectile est une sphère homogène; c’est le mouvement de 
son centre de gravité onde figure que l’on considère; on y suppose sa 
masse entière réunie, et la résistance de l’air directement appliquée, 
La rot^ion de la Teire a une petite influence sur lé mouvement 
des corps près de sa surface ; son mouvement de translation n’en a 
aucune ; c’est pourquoi j’en ferai abstraction , et je regarderai le 
centre du globe comme un point fixe. 

Soit C ce point. Au bout du temps quelconque t, écoulé depuis l’o- 
rigiue du mouvement, soit aussi M le point de sa trajectoire où se 
trouve le mobile. Par le point C, menons trois axes fixes et rectangu- 
laires Cx^, Cjr„ Cz,, et désignons par x,,y^, z,, Ips coordonnées de 
, M rapportées à cas axes. En appelant V la somme des molécules du 
.sphéroïde terrestre , divisées par leurs distances respectives au point 
M, les composantes parallèles à ces mêmes axes, de l’attraction de la 
Terre sur le point matériel situé en M, seront exprimées, comme on 
sait, par les différences partielles . et selon qu’elles au- 

ront des valeurs positives ou négatives , elles agiront dans le sens des 
demi-axes Cx,, Cj-,, Cz;, des coordonrt#! positives, ou dans le sens 
contraire. Représentons aussi par <p la force accélératrice provenant 
de la résistance de l’air, et par A, les angles que fait sa direction 
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avec des parallèles à ces trois droites, nieoe'es par le point M , de sorte 
que ^cosA, ^cos/u, ^cosr, soient les composantes de suivant les 
mêmes directions que celles de l’attraction. En prenant le temps t 
pour la vaiiable indépendante, dont la différentielle est constante, 
noos aurons 



J 



dt‘ 



dV 

(pCOSA, 



^ 
■ àx, 

d t, ^ 

dl‘ dt^ 



■+■ (pCOSM, 
-I- (pcos », 



(«)‘ 



pour les trois équations différentielles secondes du mouvement absolu 
du projectile dans l’espace. 

On prendra le plan 'du méridien passant par le point de départ du 
mobile, c’est-à-dire, le plan de ce point et de l’axe de rotation de 
la Terre, ponr celui des y, et ; les demi-axes Cj, et Cz, seront com- 
pris dans notre hémisphère, le second sera dirigé vers le pâle, et le 
premier sera compris dans le plan de l’équateur , ainsi que l’axe des 
Xf. On représentera par rie rayon vecteur CM, par fl l’angle compris 
entre CM et le demi-axe Cz^, et par 4 l’angle que fait le plan de ces 
deux droites avec celui des y, et z^; en sorte qu’au bout du temps 
les coordonnées polaires du mobile soient r, fl, 4> et qu’on ait en 
conséquence ' . 

z^ = rcos9, = r sin 9cos4> x, = rsinflsin4» 

Soit aussi n U vitesse angulaire du mouvement diurne de la Terre; 
nrsin 9 sera la vitesse absolue de l’air an point M,- et cette dernière 
vitesse étant tangente au parallèle passant par ce point , ses compo- 
santes par rapport aux directions des coordonnées z,, x^, seront zé- 

ro, — ^ nrsînfl . sin4» nrsin fl.cos4 > en supposant le demi-axe Cx, 
dirigé vers Varient. Les deux dernières composantes pourront être 
remplacées par — nx, et ny,; au point M, les trois composantes de' 
la vitesse relative du mobile et de l'air, auront donc pour valeurs, 



Digitized by Google 




12 SUR LE MOUVEMENT 

abstraction faite du signe , 



^ -i- nx — nv ' 

rfi» dt ^ dt 



et en désignant par j», celte vitesse, on aura 

(Si ”') “*■ iSi — 



Ou considérera la résistance de l’air comme nne fonction donnée de 
cette vitesse relative; et de plus , on supposera celte force directement 
opposée à cqtte vitesse: ou aura par conséquent 

^' = ~»zcosA, ^ + njr,= — VCOSM, -« 7 ,= — vcos», 

■ 

pour déterminer les angles A, fj., V, qui répondent à la direction de 
f au point M. 

Après ((u’on aura fait une hypothèse sur la forme de la fonction 
les équations (a) ne contiendront plus que les inconnues j:,,/,, 
et leurs diflerentielles, ou, si l’on Veut, les inconnues r, 9, 4; en les 
intégrant, du moins par approximation , elles feront donc connaître, 
à un instant quelconque, la position du mobile dans l’espace; mais 
dans la question qui nous occu|)C , c’est à des axes fixes à la surface 
de la Terre, et participant à son mouvement de rotation, qu’il faut 
rapporter la position du projectile, c’est-à-dire qu’il s’agit de dé- 
terminer son mouvement apparent, tel qu’on l’observe à cette surface, 
ce qui exige que l’on change les inconnues or,, y/, x,, en d’autres 
coordonnées. 

(a). Soit donc O, un point déterminé de la surface du globe. Par ce 
}K)int, menons trois axes rectangulaii-es Ox’, O^'’, Ox^; le premier 
dirigé suivant le prolongement du rayon CO, le second compris dans 
le plan du méridien et dirigé vers le nord, et le troisième dans le plan 
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du parallèle, etdirigé vers Yest, ou dans le sens do mouvement diurne. 
Au bout du temps t, soient , y, les coordonnées du lieu M du 
mobile, rapportées à ces nouveaux axes. Si l’on suppose qu’à 1 ’ori.gine 
du mouvement , le méridien du point O coïncidait avec le plantées 
et a,, l’angle compris entre ces deux plans au bout du temps t, 
sera égal à nt. Je désignerai par y la latitude du point O, ou plue 
exactement, l’angle compris entre le rayon GO et sa projection sur 
l’équateur; et je représenterai ]Mr l la longueur de ce rayon. Les 
coordonnées du point O, rapportées aux axes Cx^, Cy,, Cz,, se dé- 
duiront de X,, Z,, en y faisant r= l, 8 = 90° — 7,4 = nf, en 

sorte qu’elles auront pour valeurs /cosysinnt, /cos y cos nf, /siii y. 
D’après les formules connues de la transformation des coordonnées, 
dont on change A la fois, l’origine et les directions, on aura alors 

x'= — /cos y sin nt) cosnt — (y, — /cosycosnf) sin nt, 

y (z^ — / sin y) cos y — (y, — / cos y cos nt) sin y cos nt 

— (x, — / cos y sin nf) sin y sin nt, 
z' — {z, — /sin y) sin y -4- (y, — / cos y cos nf) cos y cos nf 

-4- {x, — /cos y sin ni) ces y sin nf, 

» 

ou bien , en réduisant, 

x' = X, cos nf — y, sin nt, 

y == z^cosy ^y^ sin y cos nf — x,siny sin nf, 

z' = z,sinyH-y,cosy cos nf -4- X, cos y sin nf - / ; 

d’où l’on tire réciproquement 

X, = y cos nf -:-y sin y sin nf -4- (z' -f- /) cos y sin nf , 
y, = — x'siunf — ysinycosnf -I- (z' -4- /) cos y cos nf 
Z, = y' cos y -4- (z' -4- l) siny , 

pour les valeurs de X,,y„ z,, qu'il .faudra substituer dans les équa- 
tions (o), et dans celles qui déterminent la vitesse v et sa direction. 
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L(bs coeiEcieuls de x,, dans les Vtileors de æ' , , z'« dol> 

vent être les cosinus des angles que des parallèles aux axes des x, , y,, 
z^, menées parle point M, font avec ceux des x' , y ,,zf et cest, en 
effet, ce qn’il est aisé de vérifier. Il s’ensuit donc que si l’on appelle 
a', fJt! , les angles que fait la direction de la vitesse»», contraire 

sr celle de la force f, avec ces nouveaux axes, on aura • 

V cos a’ = — cos A. cos nt 4- <» cos /u . sin ni , 

♦»cos /u' = — vcos».cos7 + »»coS/i*.sin>cosnt 4- t»cosA.sin>sin ni, 
i»cos/ = — »>cos r . sin y — t»cos ju . cos y cos ni — pcosA .cos y sin ni. 

Ei\ vertu des valeurs de x,,y,, z,, on aura aussi 

dx dx' ^ dy . . <u . . 

— ny, = cos ni — sin y sin wt 4- ^ cos y sin nt , 

dT • dx* • dtt 

-^-hnx^==! ^sin/if — ~ sin y cosnt 4- cos>cosnf, 

jît, dy dx* • 

ii = cos y 4- sin y, 

pour les valeurs précédentes de — »»cosA, — vcos/x, — »»cosi’j et 
toutes réductions faites , il en résultera simplement 

. I dy ! dy / di 

»» cos A' = V cos ^ cos f — 

La vitesse relative v du mobile et de l’air, est donc en grandeur et 
en direction , la vitesse même du prc^ectile dans son mouvement ap- 
parent; ce qui tient à la nature du mouvement de rotation du fluide, 
et n’aurait plus lieu, en général , si l’air avait un autre mouvement , 
comme dans le phénomène des vents alisés, par exemple. Si l’on ap- 
pelle s l’arc de la trajectoire apparente, compté à partir d’un point 
fixe sur cette courbe et dans le sens du mouvement du projectile, 
on aura 

df’ = 4- dy^ 4- dz'^ ; 

la différentielle ds sera positive ainsi que dt, et les éqnations précé- 
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déniés donaeront alors 

dt / dx' / dY J dz' 

V = COSA'= cosm' = -^, cos/ =-5;. 
Cela pos^ , les équations («) deviendront d’abord 



^ cos nt — ^ sin y sin nf + ^ cosy sin nt 
— an sin nt-\r^ sin y cos nt — ~ cos y cos nf) — n'-r. 






rf-i' 



£V 

tt*. 



Ç cos A, 



rf**' . tPr' • 

— -j^siùnt — ^ siny cos cosy cos nt 

— an cos nt — >sin nt 4- ^ cos > sin n/) — ny^ 

rfV 

= -^ + ^COSfi, 

d'y fi . rfv . 

cos 7 4- S'.n y = ^ 4- fcos » ; 



di' 



en considérant successivement V comme une fonction dej:,,^^, 2^, 
et comme une fonction de a/, 2', on aura 



rfv «/V ■ rfV . 

= 5^cosnt — ^sinn/, 



dx 
d\ 

W 

^ COS 7 sin ^ cos 7 cos nt 4- ^ sin 7; 



dw . . ^ dV . , I dV 

= — -J— sin 7 sin n/ — sin 7 cos nf 4 - ^ cos 7, 



et il sera facile de changer les équations précédentes en celles-ci : 
fi fdy - di \ . 1 J , ft di 



sin7-{- n’[ysin7 - (2'4-0cos7]sin7 -j- g— (p^ > ^ (*) 









dV 



^ = an ^ C 0 S 7 — n’* [/ sin7 — (*'h- /)cos7] COS7 4 - , 

qui seront les équations du mouvement apparent , qu’on se proposait 
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de trouver, et que l’on réduira à une forme plus simple par lés 
considérations suivantes. 

(3). La Terre étant composée de couches à très peu près sphériques, 
concentriques, et dont chaetmea partout une même densité, la valeur 
de V est de la forme 

V=^-K./U, 

où l’on désigne par/, une force très peu différente de l’attraction au 
point O, dont la distance au centre G est par i, une petite frac- 
tion qui a pour valeur, environ un 3oo‘; et par U, une fonction 
donnée de x' , y , zl . La valeur du rayon vecteur r du point Msera 
donnée par l’equation 

/^ = y* + y® -f- {z! "f 0’» 

Si O est voisin du point de départ du projectile, les coordonnées x' , 
y , z', seront très petites par rapport à l, dans toute l’étendue de 
la trajectoire; on pourra alors développer les différences partielles 

en séries très convergentes, ordonnée^ suivant les puis- 
sances et les produits de et je développement correspondant 

de U sera 

ü = F H- a/G -f-yH 4- Æ Ç G' -t- H' -H etc. ; 

F étant une constante arbitraire, et G, H, etc., des. constantes 
données. 

Ân point O, les composantes de l’attraction, suivant 1^ axes des 
a^,y, x', ou les valeurs de qui répondent à j/ = o, 

y = O, x' O, seront f/G, »/H, — /-t-»/K.. Pour en déduire 
celles de la pesanteur^ il y faudra ajouter les composantes de la force 
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centrifuge due à la rotation de la Terre; or, ses trois composante» sont 
zéro , — nH sin>cos> , nHco&'y, en observant qu’an point O la force 
centrifuge est égale àn'/co»>j et dirigée suivant le prolongement dé 
la perpendiculaire à l’axe de rotation , de sorte qne sa direction fait 
avec les axes des x', ^ , des angles égaux à 90", y. Par 

conséquent , si l’on appelle g la pesanténr "en ce points et g', H , k! , 
les angles compris entré sa direction et les axes des a/, jr' ^ z',- ou 
9ura 

== 

g cos h! = i/H — nH sin 7 cosy , 
g cos k — — f -f- ( /K.+ n’Zcos’y , 

pour les valeurs complètes de ses trois composantes. Gis formules 
doivent co'incider avec les seconds membres des équations (b) , en j 
supprimant les termes dépendants de la vitesse du mobile, et y faisant 
.k = O, y = O, x' = o; ce qui a lieu effectivement. On vérifiera de 
même qneleâ composantes de l’attraction jointe à la force centrifuge, 
qui répondent au pmnt M, coïncident aussi avec ees sw:onds mem- 
bres, en J supprimant seulement les termes relatifs à la vitesse du 
projectile, et quelles que soient les coordonnées x' ,y , z! . 

Le rapport de nH à g est une fraction très peu différente de t; si 
donc on néglige les carrés et le produit de ces deux fractions, et si 
l’on observe que la force g est une quantité positive, on. déduira des 
équations précédentes 

g = f — »/K — nH cos’ y , cos kf = — t ; 

ce qui fiût connaUre l’intensité de la pesaoteur au point Oj et ^ ' 
montre que celte ibt^e fait avec l’axe Oz' , un angle dont le supplé- , * . 

ment est de Pordre de petitesse de f. 

Dans le développement de V, je négligerai les termes qui ont /' 
pour diviseur , et ceux qui ont / pour diviseur et 1 pour- coefficient. 

3 
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])ÿ e«lte nnaière, on aura 

■ V = //— M- tfk -4- •fGx' -h tfSr'+ tfKz\ 

A^ce d^ré d’approsimatioa , il faudra aussi négliger les termes dys 
éff^ations (4) qui dépendent de «* eî de l’uoe des variables x^, y', z' ; 

car, si l’on fait y = J, le ternie n'x', par esèniple, deviendra- 4'. '• 

sera par conséquent du même ordre de petitesse que ceux qui se 
trouvent négligés dans les différences partielles de V. 

Cela jïosé, et en ayant égard aux formules (c),' les équations (i) se 
réduiront à 

tPjc' /df^ • dt* \ / dx* 

rfV dx' ■ ji' dV • ' 

■^. = — an -^siny cosA 

• — =9/i-3j-cos>-|-grcosA'H- • 

mais alin de les rendre plus immédiatement aj^licables, nous y 
changerons ^ , ÿ , il-, en d’autres cpordonnées peu diSerentes de 
celles-là-. •• • 

« 

(4). Pour cela, élevons {lar le point O, une verticale Oz dirigée vei-s 
le zénithy ou en sens contraire de la pesanteur, et dans le plan hori- 
zontal, perpendiculaire à Oz, tirons arbitrairement deux axes Ox 
et Oy, perpendiculaires entre eu». Soient x^y, z, les côôrdonnées 
de M , rapportées à ces axes Ox, , Gz. On aura * 

Z = — x' cosg;' —y cos h' — z'cos h! , ' 

en observant que Oz fait avec leS axesdesV,y, z', des angles égaux 

aux suppléments dé ^ , h! , h' . On aura, ert méniê temps ; 

». * * 

y =» •x'cosx'Oy rlr y'cosyOy -f- z'cosz'Oy , 

X = x' cos x'Ox -f- y cosyOx -y V eoi z'Ox. ■ » 
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On pourra supposer que Ox et s’écarlcnt très peu de Ou/ et C^, 
de sorte que les angles jr'Ox e\,yOy soient de l'ordre de petitesse de * 
la fraction t. En négligeant leurs carrés, on aura alors 

cos yOx = I , co^ y'Çx = » . 

Je supposerai de plus, que Taxe Ot^soit compris dans leplaa do mé- 
ridien; l’axe Oj/ étant perpendiculaire à ce plan , nous aurons 

00s ® ? ' 

et comme on doit avoir 

cos x^x . cosyOx H- cos yOy . cosyO^ -H cos ' côs V = o , 
il eu résultera aufôi 

cosyOx = O, . 

en observant que le produit cosg'cos h' est de l’ordre de petitesse des 

quantités que üous négligeons. EnGn, à cause des équations 

... ^ • 

cos x'Ox . cos z'Ox -+• cos . cos z'^Oy cosy cos A' = o , ' 
cosyOx . cos e'Ox cos yOj . cos z'Oy H- cos h' cos A:' = *o , 

et de cos A' = — i , nous aurons 

cosz'Ôx œ cos g', cdsx'O^ = cos A', 

et par cCmséqUetit . • r- - 

X = x'-ha'cosg', y — y cos h!. 

De ces valenrs de x, z, on déduit réciproquement 

3 .. 
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^ JC — rcosg^, 
y — y — Z cos A'*, 
z' = Z r+- X cos y y cos h' f ' 

en négligeant toujours les cîirrés et le jiroduit de cos g' et cos K, 
Maioteuant, api’és avoir éliminé des. éq^uatioos {d), on 

les changera lacilement on celles-ci : 

rf*x /ér ■ 'à* \ /</* J i ày \ dx 

d r dx ■ , li V 4r 

TF = "■ *" 7< “* ^ V“ V + CO. A CO. » ^ - a ^ , 

d't dx fdy , . dx \ , ax* ‘ dt 

■5F *= *“ "S CO* » - U i.D » -, -gj CO. t *.n ^ ^ - f 

On pourra, pour plus de simplicité , négliger les termes de ces for-, 
mules quwnt n cosg^ ou n cqs h' pour facteur, et dont l’influence sur 
les valeurs de Xyy, z, serait à peu près insensible. On négligera 
par la même raison , le terme ^ , provenant de la variation de la 

pesanteur d^ns le sens de la hauteur, et l’ùn considérera l’angle^, com'me 
exprimant la latitude du point O. 

J’admettrài l’hypothèse ordinaire de la résistance de l’air, pi-opor- 
tionnelle au carré de la vitesse; et je ferai, en conséquence., 

<*• 

^ = ‘^5ê5 ..... 

c étant un coefficient proportionnel à la densité de l’air au point M , 
que l’on pourra, en général, considérer comme une quantité constante 
dans tonte l’étendue de la trajectoire; si l’on appelle ^ la hauteur due 
à la vitesse ^ de sorte qu’on ait = agÇ et <p = aegÇ, il faudra pour 
l’homogénéité des quantités <p et g, que aeÇ soit un nombre abstrait, 
on qYie ^ soit une ligne. L’air étant un fluide pesant, exercera en ou- 
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tre, sur le projéctile, une pression hydrostatique; ce qui exigera que 
l’on fosse subir une diminution à la pesanteur g qui aurait lieu dans 
le vide'.; de plus cette réduction sera elle-même susceptible dans Je 
mouvement progressif que nous considérons, d’une modiCcalion sem- 
blable à eelle qui répond, d’après la remarque de M. Bessel, au 
mouvement oscillatoire du pendule; mais nous ne nous occuperons 
point ici de cette question ; et nous regahierons la valeur de ^comme 
une donnée de l’expérienoe. 

Les équations différentielles du mouvement apparent du projectile,- 
se réduiront donc finalement à 






d*x 

tz 

d Z 



a/»(^sin7-5,cos>)-c£*^, 
— ct^. 



dx • 

— a/i^siny 

dl ' dt dl' 

2 n^cosy — g- cj^;. 



Elles sufEront pour déterminer au degré d’approximation que l’on 
peut désirer, l’influence de la rotation du globe sur.ee mouvement* 
on n’oubliera pas que les axes des x et des jk sont les intersections du 
plau horizontal , avec Ips plans du parallèle' et du méridien , et qu’à 
partir du point O, les x positives- sont portées du côté de Vest, les x 
négatives du côté de Vouest, les j positives vers Je nord, les y néga- 
tives vers le midi\ L’axe des z positives est vertical et dirigé de bas 
en haut. . 

On'appliquera tout-à-l’heure ces équations à divers exemples; au- 
paravant il y a quelques remarques qu’il ne sera pas inutile de faire. 

(5). Les équations (e) s’étendront fecilement au cas d’un point ma- 
tériel , assujetti à se mouvoir sur une courbe donnée et attachée à 1» 
surface de la Terre. 

Pour cela ; représentons par 

•L == O , V == o‘, 



Digitized by Google 




aa sua LE MOUVEMENT- 

les deux àjuations de celle courbe; L et L' ^lant des ronclions don- 
nées àc X, y y Z. Il suffira, comme on sali, d’ajouter aux seconds 
membres des trois équations-(e) , les quanlilés correspondantes 



JL , dV ‘ dl. , 




dl. 



/rfL' 

“ dz > 



dans lesquelles » el »' sent des coedlcient» inconnus. On éUmlnqra 
ensuite ces deux nouvelles inconnues, en ajoutant les trois équations 
après les avoir inultipliés respectivement par dx, dy, dz \ les termes 
dépendants de n disparaissent en même temps, et il vient 




en observant qu’on a 




(/) 



dxd^x -I- dyd'y. -t- dzd*z — ^ d.ds‘ = dsd‘s, 

=</L=o, 

■" ^ + O. ■ 

On pourra tirer des équations de la courbe donnée, des valeurs de x, 
y , Z, en fonctions de s ; en les substituant dans l^nation (/) , on 
aura donc, entre les variables’ s et t, l’éqnatiôn différentielle du 
mouvement sur cette courbe. Il en résulte qu’abstraction faite de la 
partie de g qui dépend de la rotation de la Terre , cette rotation n’a 
aucune autre influence sur lé mouvement dont il’s’agit. Ainsi, par 
exemple, en chaque point de la Surface du globe, et pour une valeur 
donnée de g, les oscillations du pendule sont indépendantes du mou- 
vement diurne, et les mêmes dans tous les nz/muts .autour de la ver- 
ticale; ce qu’il était bon de faire voir, vu le degré de précision que 
l’on ap()orte mamtenant dans les mesures du pendule à secondes, en 
différens lieux de la Terre. 

La pression exercée par un point matériel sur la courbe qn’il est 
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forcé de décrire, n’est pas, comme sa vitesse, indépendante delà rota- 
tion du globe; c’est ce que l’on verra en effet, en la déterminant de 
la manière suivante. 

Je représente par X , Y , Z, les seconds membres des équation^ (<?), 
• abstraction faite des termes provenant de la résistance <lc l’air; on 
aura . , 

Y ifx • 

Z = ^n^cosy — gr - ' 

et ces quantités exprimeront les composantes horizontale et verticale 
«le la force qui agit sur un peint matériel pesant^ en mouveuient dans 
le vide, prés de la surface du globe. Par le point quelconque M de 
sa trajectoire. Je mène trois axes i rectangulaires, savoir, le rayon de 
courjture , la tangente dans le sens du mouvement, une des deux parties 
de la perpendiculaire au plan osculateur.SoientP, Q, R, lescomposan* 
tès de la même force, suivant ces trois demi-axes ; la force Q diminuée 
de la résistance dé l’air, fera varier la vitesse dmmobile sur la courbe 
donnée; la force R multipliée par la masse de ce corps , sera une 
composante de Impression exercée sur la courbe; l’autre composante 
aura pour valeur le produit de celle masse et de l’excès de la force 

centrifuge sur la force P ; excès qui sera égal à ^ — P, en désignant 

par f le rayon de courbure au point M. Or, on voit que la résultante 
de ces deux dernières forces, ou la pression totale que la trajectoire 
éprouvera en chàcun de ses pbtnts', dépeiUlT^, à raison des forces Pet 

R, dd mouvement diurnè ^ 'gfoÉèj üé* li.'Biréction ' par rapport à 

celle de la vitesse du mbbilç, et de là latilüdé dù point O. 

Supposons, pàrexemple, qu’on n’ait pointégardàlarésistancedc l’air, 
et que le mobile décrive uniformément, dans un plan horizontal, un 
cercle' du rayon A, avec une vitesse angulaire m. Eu plaçant l’oiigine 
O des coordonnées .au centre de ce cercle, et comptant le temps / à 
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partir d’ua passage du mobile dans l’axe des x , on aura 

X = hcosmt, y = Asinmt, z = o; 

d’où il résultera , pour ce cas particulier, 

X = awinAsin 7 cosmt, 

Y =?= a/nnAsin^ sin m/, 

Z = — a/nnAcosysiomt — g. 

Celle dernière force, prise avec un signe contraire et multipliée par la 
masse du mobile , exprimera la pression variable que la trajectoire 
éprouvera dans le sens de la pesanteur. La résultante des forces X et 
Y sera égale à imraAsinT', et dirigée suivant le prolongement de A( 
elle s’ajoutera à la force centrifuge /n*A, et il en résultera pour la 
pression horizontale, une valeur constante, égale «ù produit de 
amnA sin y + m*A , et de la masse du mobile. 

Si ron*considère,deméme, le mouvement du pendule simple daps un 
plan vertical, que 6 soit l’angle compris entre ce plan et celui des x et x, 
que l’on désigne par A la longueur constante de ce pendnle, et, à 
un instant quelconque, par $ l’angle qu’il fait avec la verticale dirigée 
dans le .sens de la pesanteur, on aura 

x = Acosfisin0, J' >= A sin é sin 9, « = — . Acosfi, ds = 

Sans qu’on soit obligé de négliger la résistance de l’air, l’équation (/) 
fera connaître soiis forme finie, la valeur de ^ en fonction de S, et 
l’on en conclura sans difficulté la tension variable du fil, ainsi que la 
force Q perpendiculaire QU plan des oscillations. En calculant. cette der- 
nière force, on trouve qu’elle est trop petite pour écarter sensiblement le 
pendule de son plan, èt avoir auctine influence appréciable sur sou 
mouvement. 

Quoique d’après les valeurs générales dés forces X, Y, Z, la formule • 
X</j: -i- Ydy -i- 7j(Iz se réduise à — gdz, ou n’en doit jxis conclure 
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f U im. liquida boOHi^nB, soR^i^ à CM forces, ooolcaa dans vase, 
et teuraaot unilbrmëmeiit eatoar de l’e^ Qx,, pcr^iqulrait à une 
iiguce peroMoente, aiosi queceia a UeU) lorsqu'on a seulemenV egerd 
à la pesanteur Maux forces centrifuges des points du fluide, résul- 
tantes. 4 o sa rotation. En eSk, pckur cet équiliVo des forces centri- 
fuges et des forces X, Y, Z, U faudrait que celles-ci, étant réduites 
à des fooctiona de x , ji' , X , Mtisâsseot identiquement aux conditions 
4 ’inté^raliilité. de U fon^ule Xdx -^Ydy 4 - ^yqir : 

<fX iî il' iix <ri (il 

- ^ 'S ^ dx ^ ■■■ '• ■ 

Or, eu déstgnaat par ni ia vitesse angulaire, et; constante du fluide., 

en aurait., daaa kt mouaeanent dont U s’agit,- 

... . ' * 
dx — dr y dx ^ 

et par conséquent 

X = + an/»xsiny , Y = -î- ^nmy sin y, Z = ^2nmycoe7 — g', 

ce qui ne satisfait pas aux équations précédentes, excepté au pdle, où 
l’on a > = 90°. Bu tout antre point de la Terre, la 6gure permanente 
d’un liquide touruant dans un vXse, autour d’un axe vertical, est 
donc rigoupeuaetnent irapossitde, à raisondu mouvemimt di.qrne-de la 
Terre ^ mais la vitesse angulaire n de ce mouvement étant une très 
petite fraction , moindre qu’un millième , quand on prend la seconde 
pour unité, il s’ensuit que cette, impossibilité ne saurait être reconnue 
par l’expérience. ‘ 

*- • • • k ■ , 

(6). Reprenons actuellement les équations (e) du niouvement ap- 
parant d’un point tna^rûd entièrcji^en^ Ubtre ; et supposons d’abord 
que la direction de la trajectoire s’écarte très peu de la verticale; en 

sorte que les cosinus angles que fût la tangente an point 

4 
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quelc«nqne M,«v«c fe»> axes borisoo taux des x et ées j , soient de 
très petites fractioDS, doaf on'n^Hgeri les carfés'et le |lnHhiît. Les 
expressions de x,j, t, en fonctions de t, seront diflërentes, selon qfue 
le moQvetnent'aura iiëii dans le sens de là pessntenr oa en^ sem con- 
iraire; noos considëreronà ces dent cas snceeesivetneOt en cdmnien- 
çant par le premier. ' • ’ • 

^ Soit doncD un point de la verticale Os, où le mobile était situé à 
.Torigine du mouvement et d'où il a été abandonné | sans vîlesae ini- 
tiale, à l’action de la pesanteur. J’appelle k la hauteur DO de ce point 
de départ au-dessus du sol; puis, sans changer .les directions des æ 
et des jr , je mets A — z à la place de z dans les équations (c) èt (/) ; 
de manfèae qne’Ia nouvelle -ordonnée z soit comptée .à partir du 
point D et dans le sens de la pesanteur. St l'on compte aussi l'arc s à 
partir de ce point et dans le même sens que z , on aura 



dz 



ds = * = z 

en négligent et L’équation (/) deviendra 



tti ^4*’ 

5? 



if) 



on pourra l’employer au lieu de l^nne des trois équatioas (e), dont 
elle est une conséquence; én conservant les denr premières, oh aura, 
en même témps,’ 



' ' /df • d» ' \ d* tbe 

^.= s.n7 + ^cos>)-C3T 

tfr dx • dt dr 

dF = -=‘»-S®'“>-‘'-S 1* 



(e'O 



Je' multiplie l’équation {f) par sefe, fm^re ses deux membres et je 
fais 



Jc^,de = u, ^ 



I db 

c 
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il eo resttUe* 

1 • 



I du ' 

.'ë d» 







équation linéaire et <lu premier ordre, dont l’intégrale complète est 

et oii l’on pourrait supposer que g et c fussent des functioas quelcou- 
ques de z : on désigne ici, et l’oa eontlimera de-.représenter dans tout ' 
ce Mémoire, par e la base* des k^rttkmes népériens'. 

En remettant pour u l’intég^le qœ cette lettre représente , et dif- 
férentiant ensuite par rapport à z il vient 



c ^. = 2 c/gdz — 4ce~ dz ; 

d’où l’on tirera une ^fonction de z multipliée par </z, pour la valeur 
de c/t, puis une expression de t en fonction dez. Ainsi l’équation (/'), 
du second ordre , à coefficients variables et non linéaire, .est néan- 
moins intégrable sous forme finie, quels qne soient les coefficients 
g et c. Comme ils sont dans la question présente, des quantités 
constantes, on aura simpleitisnt,. par les règles ordinaires, 

— e''*^Vg 

dt ~~ -f. \/l ’ 

. --.j: X* 



en observant qu’on doit avoir jj, o et .z^p_, quand f — o. 

Je substitue cette expression de ^ da« la» éqnatioM ^ , et j’y 
fais, en outre , , . 



Elles deviennent 




4 • 
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<fi> ... (y^^-e-^^Wgc • 

^ - a«^m> ’ 



5 -+- a«;»iD> 4- 9 == O- 

D'après U théorie des équations difTérentieiles linéaires, pour intégrer 
celles-ci , je fois d’aWwl abstraction dn second membre de la première. 
J’en’ déduis alors oes deuK autres équations : 

" ’ ^ b". . . ■ 

• — a«(;»’-4-q^8itry‘= o|’ ' 

dont les intégrales sont 

(«*-+- 7 *) 

arc ^tang = f ^ = B - 4 - anf smy, 

en désignant par A et B les deux constantes arbitraires. On en conclut 

osilKsnMiiiy) 4- Seo5(in<Hiiy) 

.P » • 

«60»(>BOi^j — i A$in(»nttiip p . 

^ et*''Jr4- e^iv'tï" ’ 

a et Â étant deux autres constantes arbitraires qu’il faudra changer 
conformément à la théorie citée , en des variables inconnues , pour 
avoir égard au second meud^re de la première des équations données, 
et déterminer 1 » valeurs complètes de p et 9 . ’* " » 

De cette manière , on aura " v.. - _ . • 

sin (antsin>)^ -t-.cos (a/itski >■) ^ = a («■*'»' — e~*^i')n^^^co%y , 



cos (antsin^)^ — shi (an/ sin “y) ^«=*o 



db 
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d’oùi’ontiï» ^ . .s .-. . . 

f 

-• * • 1 •* "S • • A • ■ 4 m . ■ * 

4«=* a« C08>Cc‘*^r-.<I'*rr)«!wCid<sin7)4f .» ■ 

( 16 = an y/î cos> — «-■•'»') co« (»n/ »în jr) rft. 

• . > ' . • 

J’ioèègre ces diflfëreatiellM, pais je substitue leurs întdgrales à la 

place de a et b, dans les Taleora de p et <m des ritesses ^ et En 
déterniiDant les cousUntes arbitraires par la condition que ces 
vitesses soient nulles quand f s o, il vient 

■ . ir-j . V 

■ 1 «to *nac—y., r^. r,. . • ^ » 

+ >'7rie-*'rüV 

* * • -‘T . ; ' !--ï ?9;, 

^ 4as tôt y r »jp (JUM yn y) — e~*^) H M ny~) . 



- -. ' ■'/ » .- S'. w»Uî» .»» 

d!où il n^ulte tinatement -<f .tj i-i» ji- 












,_4iytO*y r aiiayi. ’l / .^.,'1 



les intégrales étant prises de manière qu'elles s^évanouissent avec t , 
afin qu’on ait aussi jc = o tXy ^'e pour f a»o. 



Lorsqu’à son départ du point D, le projectile aura reçu une très 
petite vitesse berisontaie dont tes composantes parallèles anx axes des 
■Tel y seront désignés par. a' et à'' , fl est aisé de Voir que lés quantités 
qu il faudra ajouter adx va^eurt de ^ «t ^ seront re^iècti vernit *' 

ao'coê (>m Uay) -4* âS'Hri fiatma y) • aS' eqs (»m tiny) -- aa* tin (»■< tilty) 

+«-‘V(F ’ + ,-‘V» ’ 

et, en même temps, il faudra augmenter x et jr , des intégrales prises 
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ilepaiâ ï — O, de ces mêmes quaalites mulllpliées par dt. On 
daos la que.stion preseate , que el V sont zéro. 

(7). Si l’cm fait abstrictioa delà résistance de Kair, U faudra faire 
t- — O , et r«m. aurÿ ^ s.,, ^ 



■=*■ = ^^[an/siny — sin(aTirsiny)], 

. V •' r = — POi (int siny) 7n’f^ sin^ y 

A- >Ï,. ;l-. >• Ÿ '■■ 



• Hjf 



i ..k-i •• 



|X)ur les formules relatives au mouvement dans le vide. 

Quelle que soit eetteTesistance., ou. ta naleur de v, il est facile de 
voir que le coeflEiciènt der/r'sous le 'signe /" dans l’expression de j:, est 

toujours au-dessous dp l’Intégnle est moindre qu^ et, 

conséquemment, la valeur de jc est positive; ce qui montre que la 
déviation du projectile dans le sensdu parallèlev se -fera tônjours i^érs 
l’esf ou dansle sens du mouvement vrai* de la Terre. En observant 
que la vitesse n de ce mouvetn'àot eSt une fractios.ottdindre qu'un 
millième, quand on prend la séçpud^ pour .unité, de. sorte que le 
prudbit nt Ue peùt être aussi qu’une ppiitë fiction-, ' dans toutes les 
expériences qu’il est possible défaire sur les déviations horizontales des 
corpe qui tenibeal d’uue bautecir-oiHisidéiaMe, on conchum; sans 
difliculté, de la comparaisoa des valeurs ^géoéralos de xt et^, quéla 
deuxième doit ôt^e reg/u'dée comme iBseosible par rapport à^a.pre- 
iiùere..i3’qftt donc aux erreurs ioévitables.de ne genre d’obearvations 
qu’diau.i aUribu^ dpviatious dans Iq sens du aiéûdiea, -que quel- 
ques pfajrsieieos ont obærvées. il suifira coRséqiieAVde 
la déviation dans le sens du. parallèle , ou la valeur de x. 



En négligeant le carre^de nt dans l’intégrale, qu’elle renferme, on 
ra - ^ ... ■ .. • 



aura 
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Tt déûgn^iui,.» l^srànaire, le r«ypp<u>t4^ Ui circQqfei;ençe au diamètre. 
Si l'on appelle 9 le temps total de la chute employé par le mobile pour 
atteindre le sol, ou tomber de toute la hauteur £)0, et que Ton dé- 
signe par S la valeur corrospoodante de.x, on aura donc à très peu 
près 

•/=?îî?î2rÿ_'--:^'arc 

L ^gc 

cette hauteur DO ayant été déai||née ]>ar A , on aura , en même temps . 

et dans. ces équations il faudra faire 

” == 8^’ g =^‘(9'.8 o 557)(» — 0^2588. cos a-y), 

én prenant la seconda et <te mètre pour unités d« tempe etd« liaufiiiam 

Quand les valeurs de A et de ^ seront ;■ données i par l^obsai'mtion , la 
seconde de ces équations fera connaître la valeur de c relative au 
projectile dont on aura lhit usage, et 1er pèedhiére déterminera ensuite 
la déviation horizontale, que l’on ponrra comparer » celle qui aura 
été observée. 

Pour donner un-exemple de cette cômpàraraoô , Jé choisis les expé- 
riences faites en i833 , dans' les minés de Frayberg , par M.’ le piu- 

fcsseur Reich. Les valeurs de A et de 9 étaient 

' '' • ' - ? 

■ ■ • ' A' . ^,.'14, 9 = 6,o6-," - ‘ - 

« 

dans le heu de l'ohsm'vatioa , on «vint' 

- • . .. 

X . 5 o° 53 ', gr 9,81075; 

au moyen de ces valeurs , on troave «près quelques easâis , 

■•s , 
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d« sorte ‘qu® la ligne ' repïdoaàtée par J'étèit- Senïibt^naM dgale à 
4od inetres: et loo trouve eiwiute 

• y ‘ ■ 

^ ='o, 0*7494 ; 

ou à peu près viug®-s^ mllUmètreset demi. If., Reich a conclu, de 
la moyeu ne de io6dieervatioas, 

i — o,o*83g6; * 

cc qui diffère du résultat du calcul, de moins d’un millimètre. Dans 
le vide , pour ht valeur donnée de la hauteur A, on aurait 

■ «=Vf^5^5; . . 

et an négligeaDt ie cobe daxt daæ l'eapreasioR de x qui répond k 
c^«', al y-iaiaimt.top-ft, on aitnit aasai 

igt^oQisy = 0 , 0 * 7644 ; 

en sorte que la résistance a augmenté le temps 0 de lachutedü mobile, 
de 0 , 375 , ou d’un peu plus d’un tiers de seconde, et diminué la dé- 
viation de o,eootiSl , ba'de moins d’un sixième* de millimètre. 

(8). Je suppose maintenant que le projectile soit lancé verticale- 
ment et de bas en haut, avec une vitesse donnée que je représenterai 
par a. • 

En comptant 2 dans le seM de -ce n»rwivm>int e| à. partir .da 
point de départ O, cette ordonnée swa positive dhns mute l’éteadne 
de la trajectoire; mais lâ ftifférc^tiellé %eri positive dans la partie 
ascendante dp. cette courba,.. ,g|^ g^ji^vy dnna n |Urnin di|j|m|>dantif- 

Or, si l’on néglige comme plus haut- les carrés ^ èt'iRv ta aura 
rfç = + (iz ; et la dfff^Üliitffllle dl-lMvant 'iÊ¥F& comuiament posL- 
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positive (n* a), il faudra prendre $k = dz dans la première partie, et 
dï =>= — dz dans la seconde; an moyen de quoi , l’équation (/)aura 
ces deux fornoes différentes, savoir : , . . 



Jr 



g 



d%* 



pendant que le^mobile s'élèvera, et 






I d^ 

g ^7?^ 



pendant qu’il descendra. 

L’Intégrâtlou de la première de ces deux équations donne 

__ (a y/ c toK ^ gc~ V^yiii < 

* (a y'cnnt ^ gc coBt ge) |/r ’ 

* == ^ log ^ sin f v/gc -h oos r Vgc), 
oit 1 où a déterminé les deux constantes arbitraires, par les conditions 



dz 

di 



~ a et Z = O quand t = o. Ces expressions de ^ et x en fonctions 



de t , auront lien Jusqu’à l'époque ou Poh aura ^ = O et où le mobile 

cessera de s’élever ; en appelant ê' le temps de sop élévation, on aura donc 

- > 

a Vc cos y Vgc — v"g sin V^gc — o; 

d’où l’on tire 



sin y V'^.gc = - yY^ ■ , COB ô' >/gc = , J 
^ y/a-c+ÿ’ V'a’f + s’ 

et par suite 



fl' = ^ arc (tang =ay/\), h ' log 



en désignaut par h' la plus grande hauteur à laquelle le mobile 
parviendra. . j - ' ‘ ' 

5 
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Après ]ç temps 0', le corps coDunenoeraa ilesceodre, et I«s valeurs de 
^ et de X ittiitlives à le seoôotde partie de soo mouvement, s'obtien- 
dront en intégrant la seconde équation différentielle dn second oi^re 
et déterminant les constantes arbitraires, par les conditions — o et 
X s A' quand t = ou bien , m l'on transporte l’origine des coor- 
données au point le plus haut.de la trajectoire, que l’on compte les 
X dans le sens de la pesanteur, et le temps t è partir de l’époque oh le 

mobile commence à descendre, les expressions de ^ et de x en fonc- 
tions de r, seront celles du n° 6. Elles subsisteront jusqu'à ce que le 
mobile soit retombé sur le sol , on que l’ordonnée x, ainsi comptée, 
soit devenue égale à h'; en appelant donc 9, le temps de la chute, et o, 
la vitesse au point le plus- bas, on aura 

_ (/.yf —e-»yr) , ■ 

^ , ■ , . ^ 

à cause de la valeur précédente de A', ou en conclura 

' t 

et de là on déduit 

- VF Vi J’ 

• - O = — lyjL. " ■ 

' Ÿa'c + g 

Le temps total de l’élévation et de la chute successives du projectile 
})eut être déterminé par l’observation; en Je désignant par 9, son 
expression sCTa la somme de 9^ et 9^ , en sorte que l'on aura 

■ ■ = .„ («„g ■= 
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ë^oaüoo l'on pourra fkire servir â- la détermioation de la etms- 
taDt»c, reiaArve au mobik» doot on aura iait lursqiie la viiesse 

de pr<4eelion a sera çoonoe. ^ . ..j , ,,i 

Pour donner un exemple numériq.ue de l’application de ces diverses 
formules, Je suppose qQe cette constante c et la gravite ^ soient 
les mêmes que dans le cas du numéro précédent , et que la vitesse a 
soit aussi celle qui élèverait le mobile â une hauteur h' égale k la 
hauteur A qui avait lieu dans té même cas, de sorte qu’eu aif ' 

c rs'OyOOaSv' g =* 9,81075,' U == i58,54. ■' 

en prenant toujours le mètre «t la seconde sexagésimale pour unités 
de longueur et de temps. L’expression de h' en fonction de 0, donnera 
réciproquement 

0 = = .68,89; 

on aura aii^r' 

, 0, =« v/f(i~0-“O = 46,35;. 

le temps ê, de k i^nte sera 6,o&, comme daus le cas du numéi o 
précédent; et quant au temps de l’élévation , 00 aura 



8' = 5,3i8, 

d’après son expression précédente en fonction de 0. Dans le vide , on 
aurait , par les formules ordinaires , 

0, == 0 = -^5,77 , 9, = 9' — 5,685. 



Pour une élévation à la mênie hauteur h' , la vitesse de projection a 
est donc moindre dans le vide qué dans l’air , ce qui devait être 
évidemment ; mais , à raison de cette diffetni c e des vitesses , le calcul 
montre que c’est le temps 9' de l’ascension dans le vide qui est 
le plus grand. ' 

5. . 
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{9). Peodaal teule U durée de l’Asceneioa du pit^ectile, son iiiouve- 
luoBt horiMoUi sera .détemaiiié par le» .deiw premières équations (e), 
danslesquelleson fera ds— dk,el où l'onsubstituerapour son expres- 

sion en fonction de / et de a du numéro précédent. En' j fai^nt , 

• ,•* i» * ^ . •l'i» * .• .•U'« 



en outre 

i .• » 



I - ' * a • » I* • 



A r > • A V ■» - 



elles deviendront 



^ inq' sin y Ÿ p' • 

c ùnl^ ge g cm 1 

, , I, aV/e»inH/^c y/^cM <t/^c ’ , 

-t- ano^ sin >’ ■+■ -. 

" aV^cMDH/^c 4- ^ « 

En intégrant ces deux équations simultanées de la même manière 
que celles du n° 6, et en remettant ensuite pour p' et les vitesses. 
dx dr • 

^ et ^ qui doivent être nnlles qüand f = o , on trouve 



‘ àx 4 **a + (»"*4 b ÿ) 

aiy cosy 

' gt — * 

4x 4"‘° y' a »*°> co»^ CM (am«ig>) — awy V»^ÿco»yBin(an<*ii ) y) 

dt (ÿc— ■4n’»in*>.)(a^'ciinH/ÿë + y'gcotl\/gc) 

* — v'g^ai t/Â ) 

Wê(ge — 4"**“**>)’ 



■ 4n*»m*>) (ay' csini + {/gcotty'ge ) ’ • <,. 



d’où l’on tire 



X = ^*° «ii>y«<i»>+ «ayt/yrcM > -«a uriMUy i . 

SP — 



V — 4**«» t^gT* »in.ycoty — aiig j/sTawT. 

' ' rr — 4"^!'*'“ ‘ <*'.* 



> 

I • 



h’v 



- r §è - lî ^î yv) log (« sin t ^gc H- cos / vVj|, 
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eo faisant, pour abréger,^ » , 

« 



37 



«, V ' J • 



* sip (awf sin y) di 

â|/êmnlV^ + VVcM<t^^ 

/ 



CO» (awtiin y) rft 



aVctin< |/ge+ 



T, 

T, 



et RSjppaiaBt qub oas -ioiégraloa soEauouiiBseot avec t, r£Id 4{«’on ait 
JC = 4> «t j< » a , quand. < =;=» o. • ^ . • . - ■ . . 

J Si. I? vitesse de projection a n’est pas exlrémeoient grande, le pro- 
duit nt ne cessera pas d’être une petitefraction, et par la comparaison 
des vafeurs de x et de , on s’assurera facilement que la déviation j 
dans le sens du méridien , sera aussi très petite et négligeable, par 
rapport à la déviation ar dans le s^s du paralUle. Quant à celle-ci , 
si l’on néglige le cube de n dans son expression , et si l'on j supprime, 
en conséquence, le terme qui contient T, on abra 

• • . Jf ÇI' \^g — '■ 

ob IVn prendra • ' . ‘ ‘ • • • ■ ' 

■ ■ * “ 5 - I r . 'a r i “ ^ 1 * .* • -, *. 'V * >.--■* * 

i . . T/' r A .1 ... 

t . . Ygcotty'gc’ 

• _ -i.- . . .. *. • • l 

ou,‘ce qdî ést la méine chôw’, ‘ ■ • — ' • ' ■ 

•'1- .... . 

T' y/e = af v'gc_ l/c /* ■ 

» J (a'c +r)eo»*< — «*c («'c +y)»in‘ < l/^7- 



» -t- 

. ■ ■■% 






Ces intégrales s’obtiendrwît par les r^lbs ordinaires: si ou les étend 
depuis t = o jusqu'à et en ayant é^j^à ja Valeur de V du 

nnniéro précédent , 'où trouve, toutes réducn$jP| 

et en'désigiianrt parT' la déviation' jr' qui i^pond à an point 



.1 
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le plus haut de la trajectoire, il en résultera 



_ » nco*>| ~ 



»l/c(a*c+^) |/a‘c + y — «v/r 



•4- ^ 



J’appellerai Tif ce point le plus élevé, et je désignerai par a' et A' 
les composanlet parallèles aux axes des x ét des j , de la vitesse 
horizontale dont le mobile sera animé en eepoint. Leur» valeurs se 

déduiront de celles de ^ et ^ qu’on vient de former, en y faisant 
r = ô'-, 4*®“ il résultera 




air co« y a n «»» y 

c y/ a'c +f ' 

4n*(a — iin y coi y 




en négligeant toujours le cube de n. Gela étant, si l’on Irâusporte 
l’origine des cordonnées en [y; que l’on compte les z çbus je set» de 
la pesanteur, et le temps t à partir de l’époque où le mobile a atteint ce 
point ly, Ig^ déviatioas borizautales du mo^lc , pendant toute la durée 
de sa chute, seront e^cprlmées'par Tes formules âu n° 6, en ayant ^ard 
aux termes relatifs aux vitesses cl vX V iddic^ués Ju la ün de ce numéro. 
Au degré d’approximation où nous nous arrêtons, ces termes, dans 
l’eiq>ressioB de x, se réduiront à 



/ 4n t/y c(H > 4" > \ Ç 

.... ' cV'a’c+y JJ gAVm ^ g— 

l’intégrale étant prise depuis t==o. Dans l’eApreasioa deyr, ils auront 
pour facteur^ en sorte que la déviation dans le sens du méridien 
continuera d’ètre très pel^ et négligeable par rapport à la déviation 
dans le sens du panrllèle.JËin représentant par J, cette dernière dévia- 
tio« , comptée à paetw de U verticale du point ly, et> qui aura Uett 



Digitized by Google 



DES PBOWmLBS DÀ.NS L’AIR. 3g 

quand le projectile sera retombé sur le sol ^ la valeur de se déduira 
de celle de J" du n® en y faisant t—S^, et y ajoutant la formule qu’on 
vient d’écrire , dans laquelle on étendra l'intégrale jusqu'à cette valeur 
de /. Üe cette manière , on aura ' . 



J. an 009 > 






+r) 



^*rc ( lans = ^ 



Le temps est ici celui de k chute totale du mobile , dont la 
valeur a été donnée dans le numéro précédent , et d’après- laquelle 
l’expression de la déviation J'' , pendant l’élévation du mobile, pourra 
s’écrire sous cette forma : 






Maiutenant , soit <T la déviation totale du projectile, comptée de son 
point de départ O et sur le soi, à l’es/ ou à Pouest de ce point, 
selon que sa valeur sera positive ou négative ; nous aurons évidem- ^ 
ment 

résultat qüe l'on pourra oomparer à fa mesure' directe de celte quan- 
tité S. 

Dans le cas du vide ou de c=o, les eqnations (e) ne contiennent 
pas ds ; elles conviennent donc aux parties ascendante et descendante 
delà trajeotoire^et comme elles sont linéaires et à coefficients constants, 
on en peut déduire les valeurs eutetes de jc , j, a , en fonctions de /, 
par les règles ordinaires. Pour plus de simplicité, -si l’on néglige le 
carré de n, on trouvera 

X = a/*^nco*r, j- = o, x = 

le temps / étant compté à partir du départ- du projectile , c’est-à- 
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4o 

dire, à partir dé l’ëpoque oii x,jr,z, soataéro^ et ôiil’oa a ^=^4. 

Quand le mobile sera retombé sur le sol, on aura encore z = o j si donc 
un appelle toujours 9 le temps entier de son élévation et de sa chute 
successives , et é' sa déviation totale dans le sens du parallèle , il en 
résultera 

û * n ! 4"®’ to* > 

7’ 3 ^ . 



Cette valeur de J' montre cfue la déviation aura lieu à l’ouest du 
point O) et sera proportienuelle au cube de la vitesse de projection: 
On la déduit aussi de k somme des valeurs de é' et en déve- 
loppant , suivant les puissances de c, d’abord les «apressions^e f et 6,, 
ce qui donne 




a'c 

W 



etc. 



g « 

' ~ g 



etc.; 



puis celles de J' et et faisant ensuite c—o , d’où il résulte 



f/ • r irui* CO» V 

^ = 3g- ’ 



en sorte que les deux déviations successives S' et sont égales, dans le 
même sens, et, moitié de la valeur de, é' qu’il s’agissait de vérifier. 
Pour c = O, l’expression précédente de a' se réduit à 

i na* cot > 

ce qui s’accorde aussi avec celle que l’on obtient en faisant dans 

l’expression de ^ relative au mouvement dans le vide. 

(lo) Prenons pour exemple, comme précédemment. 



-/ = So^SS', g 9,81075, i = ’4oo,ot, 

- a »= 68,89, ^ — 5, 3 J 8, fl, =>»■ 6,06; r . 
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□ombres qui supposent que le mètre et la seconde sexagésimale soient 
les unités de longueur et de temps, et qui répondent à une élévation h' 
du mobile dans l’air, égale à i58“,54< A cause de 



n 



27 T 

86Î6J ’ 



on trouvera pour. ses déviations 



— o,o 455 oa, é, = — 0,086471 , S — — 0,081978; 

de sorte qu’elles s’observeront à Vojiest du point O, et que celle qui a 
lieu pendant l’ascension du projectile surpassera l’autre d’environ 
9 millimètres. On aura , en même temps , 

d 0,012048, 

j)our la vitesse horizontale du mobile au point le plus haut de la 
Irajectoire; et c’est à raison de cette vitesse, dirigée vers Vouest, 
tjue dans cet exemple, le corps retombe à l’ouest du pied de la verticale 
de ce point, et non pas à l’est, comme dans le n" 7. La hauteur 
h' restant la même, on aurait, dans le vide. 



« — 55,774, Ô= 5 , 685 i, iT = — 0,11057a; 

ce qui fait voir que la résistance de l’air a diminué la déviation totale 
d’environ a8 millimètres. 

Pour donner un second exemple , je supposerai que le projectile 
soit une balle de plomb lancée verticalement par un fusil d’infanterie, 
et que sa vitesse de projection soit 



U — 434* 

Si l'expérience est faite à Paris, on aura 

> = 48"5o'i4'', g = 9,80896; 

6 
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et pour plus d’exactitude, si l’on veut tenir compte de la perte de poids 
du mobile dans l’air, il faudra diminuer un peu cette valeur de g, 
et la réduire à 9,80750. 

En répétant l’expérience un grand nombre de fois, et observant 
à chaque épreuve la durée totale de l’élévation et de la chute successives 
du mobile, si l’on prend la moyenne de ces durées pour le temps fl, 
l’équation (g) fera connaître le coefficient c de la résistance, relatif au 
projectile dont on aura fait usage. Pour fixer les idées, je prendrai 

c — 0,004 ; 

valeur qui se déduit de celle qui avait lieu dan^ l’expét'ience de 
M. Reich , en admettant que ce coefficient soit en raison inverse de la 
densité et du diamètre du projectile , et que dans cette expérience, où 
il avait o,ooa 5 pour valeur, la densité du mobile était environ les 
deux tiers de celle du plomb , et son diamètre à peu près deux fois 
et demie celui d’une balle de fusil; ce qui donne o,ooa 5 . -j . 7, ou à 
peu {)rés o,oo 4 > pour la valeur de c relative à cette balle. Les unités de 
temps et de longueur sont les mêmes que dans l’e.xemple précédent. 

Cela posé, par les formules des n“* 8 et 9, on trouvera 

h' = 544)28, a' = — 0,0208, — 49)201, 

ô' = 7,3567, fl, = i 4 ) 474 ) 

pour la hauteur à laquelle le projectile parviendra, sa vitesse hori- 
zontale au point le plus haut, la vitesse verticale qu’il acquiert en 
retombaut, les durées de son élévation e^de sa chute successives, qui 
sont, comme on voit, très inégales. On en conclura ensuite 

y= — 0,l34o4, = 0,01439, é'= — 0,09965. 

La déviation é',, qui a lieu pendant la chute du mobile, se ferait 
donc à l’est du point O; ce qui signifie que la vitesse horizontale, 
acquise k Vouest pendant l’élévation , ne suffirait pas , comme dans 
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l’exemple précédent, pour rendre la valeur de négative. Dans le 
vide, on aurait, pour la même vitesse de projection. 



A' = 9601, a'-— 0,9217, a, = <7 = 434, 

^= 9 , =44, 245, ^' = <r,=— 27,186, 54,372; 

où l’on voit combien les résultats seraient différents de ceux qui ont 
lieu dans l’air, surtout à l’égard de la déviation ^ que la résistance 
du fluide réduit à environ un 5 oo* de sa valeur dans le vide. 

Les auteurs qui ont écrit sur la Balistique ne s’accordent pas 
sur le coeflicient 'c de la résistance de l’air; plusieurs même le sup- 
posent dépendant de la vitesse du mobile; ce qui revient à considérer 
la résistance comme n’étant pas proportionnelle au carré de cette 
vitesse. D’après son expression le plus généralement adoptée, et que 
j’ai citée dans mon Traité de Mécanique, on a 



P étant le rapport de la densité de l’air à celle du projectile, et d son 
diamètre, exprimé en mètres. Le rapport de la densité du plomb à celle 
de l’eau étant 1 1 , 352 , et en prenant 825 pour celui de la densité de l’eau 
à la densité de l’air, qui répond à la température, à la pression et 
au degré d’humidité ordinaires, on aura, à peu prés , 

* I ^ 

f 9400 ’ 



et si le diamètre de la balle est 



il en résultera 



d = o,oi 635 , 
c = 0,0029275, 



ou environ les trois-quarts de la valeur de c, dont nous venons défaire 

6 .. 
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usage. Toutes les autres donuées restant les in*}[iies , on trouve 

S' = — o,2078.'>, s,— — 0,00014, <f— — 0,2099, 

c’est-à-dire une valeur de ^ à peu près double de celle que nous avions 
obtenue. C’est d’après cette valeur de p qu’on a effectué plus haut, 
la diminution de valeur de g, due au poids de l'air déplacé par la 
halle. 

(il). Considérons actuellemeut le cas général ou le mobile est 
lancé du point O, suivant une direction quelconque,^ qui fait avec l’axe 
vertical Oz, un angle donné A; et désignons par «sa vitesse ini- 
tiale. 

V 

,Soit OA la projection horizontale de cette direction; appelons € 
l'angle AOx que fait OA avec l’axe Ox des x positives (n“ 4 ); angle qui 
sera compté vers le nord à jiartir de Ox, ou à la gauche de l'observa- 
teur jilacé en O et tourné vers Vest, et qui pourra s’étendre depuis zéro 
jusqu’à SGo". Par le point O, menons une autre droite horizontale OB, 
perpendiculaire à OA, et telle que l’angle BOx soit égal à S 90“. En 
désignant par u et v les deux coordonnées horizontales du point quel- 
conque M de la trajectoire, rapportées à ces a.\es OA et OB, on aura 

X = Mcosfi — vsiuê, usiné -t- V cos C, 

[lour les valeurs de ses anciennes coordonnées x et j'. 

Si l’on n’avait point égard à la rotation de la Terre, ou à la frac- 
tion n , le projectile ne sortirait pas du plan vertical des axes OA et Oz ; 

pendant toute la durée du mouvement, l’ordonnée v et la vitesse , 

perpendiculaires à ceplau, seront donc des quantités de l’ordre de 
petitesse de n; nous négligerons, eu conséquence, les carrés et le 

|)! oduit de ~ et de n. Nous aurons alors 

ifP IfF 
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et les équations (e) deviendront 
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AÊ. d’y • A cui • O • 

^cose— ^sine = 3n*^smesin>— cos> 



<t9 



du • 



ds 



d*u 



d^9 



du 



ds du _ P 
Î^^COSb -4- 
dt dt 


di dv 
C-r "T î 


di dt 


ds du • P 


ds dv 


~^'dt'di 


ds dz 




g 





OU, plus simplement, 

ds du dt fi 

U V ds dv du • di • fi ' 

^ 2/1 ^Sin > -+- an ^ sm € cos 7, 

du 



d‘u 

’dF 

d*9 ds dv 

~dF di 

d'z ds dz 



d'z ds dz du fi 

^ Â ê' = Â cos ^ cos y 



(/') 



Pour déterminer les six constantes arbitraires que renfermeront les 
intégrales de ces trois équations, on aura, pour t = o, les six conditions 
initiales : 



.« = 0, F = o, x = o, ^ =a cos«, ^ =0, =asin«, 

où l’on a fait 4 = 90“- — a, de sorte que a soit l’angle compris entre la 
direction de la vitesse a et sa projection OÂ, qui sera positif ou né- 
gatif , selon que le mobile aura été lancé au-dessus ou au-dessous du 
plan horizontal, mené par le point O. 

(12). Si l’angle «est positif et très petit, la trajectoire s’écartera 
aussi très peu de la droite OA, tant que le projectile sera au-dessns de 
ce plan horizontal. Dans cette partie de la courbe, on pourra négliger 

le carré de ~ ; et comme la dillérentielle du sera constamment posi- 
tive , on aura alors ds = du. 
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ds 



En négligeant également le produit n ^ , les équations (A) se rédui 



ront a 



d'à <fu* 

iPv du dv du • 

c — ^n-^sxny , 



dû 



di di 
du d% 



du ^ . du Æ 



ou bien , en faisant 




et observant qu’on aura 



il en résultera 



d- n / du itv / ^ ^ ^ 

dt' ~ ** ’ dt‘ ' du ^ dt' du ^ 




eu' — O, 



dd J * 

-J- =s — an sin y. 

du 

^ cr' = — ^ -4- 2/1 cos 6 cos y. 

du U 



En même temps , les conditions initiales qui serviront à déterminer 
les constantes arbitraires, dans les intégrales de ces trois équations 
différentielles du premier ordre, seront 

u' = a, v' = O , z' = aa, 

pour M c= o , en négligeant le carré de «. 

De cette manière, on trouvera, sans difficulté , 



; ae 



an tin y / 
~ c ' 






— fM e f tu 



(, _ e~“). 
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Ijb première de ces formules donne 




d’où l’on tire 




A cause de 




nous aurons aussi 



«C ' * ^ 




et en intégrant et déterminant les constantes arbitraires, il en résul- 
tera 



quelconque. 

(i3). Pour en énoncer les conséquences, menons par le point O , 
un plan perpeudiculaire à OA et un plan horizontal. 

Soit <a la distance au premier plan, du lieu E où le projectile retom- 
bera sur le second^ cette distance exprimera la portée horizontale; et 
comme ce sera la valeur de u qui. répondra à z >=o, on aura , pour k 
déterminer, l’équation transcendante : 




Ces deux dernières équations seront celles de la trajectoire à double 
courbure; en y joignant la valeur de u en fonction de t, elles feront 
connaître les trois coordonnées, on la position du mobile à un instant 
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que l'on l'ëaoudra par des essais , lorsque les valeurs numériques des 
quantités dilTérentes de <0' qu’elle contient, seront données, et qui fera 
connaître, réciproquement, V angle du tir, ou l’angle «, qui correspond 
à une valeur aussi donnée de <». 

Si cette portée et cet angle se rapportent d’abord au cas où l’on a tiré 
dans le plan du méridien , on aura êc= t)o“ ou 6=2^0°, selon que ce 
tir aura eu lieu vers le nord ou vers le midi; et, dans les deux cas, 
U <lis|>araîlra de l’équation précédente qui se réduira à 



a/v 




e 



20^9 



— i) = o. 



(/) 



Soit ensuite <w -+- w , ce que devient la portée lorsque l’on tire sous le 
même angle a, et avec la même vitesse a , dans un autre plan vertical; 
selon que la quantité n sera positive ou négative, elle expi’imera 
l’augiuentation ou la diminution de la portée, due au mouvement de 
la tei're ; et si l'on néglige son carré, ainsi que le produit nu, dans l’é- 
quation (i), on eu déduira 



ana co< Cro*y ( e— — i-w — i) 









Soit aussi « -t- § l’angle sous lequel il faudra tirer dans cet autre plan , 
pour que la portée reste égale à <or, de sorte que » soit l’augmentation 
positive ou négative de l’augle du tir, due au mouvement de la terre; 
l’équation (/) donnera immédiatement 



f 



an cos C cos y 
a<’ w 




C'a — 



i). 



Le point de chute E appartenant à la branche descendante de la trajec- 
toire, la vitesse-^ y sera négative; ce qui rend positif, d'après la valeur 

trouvée j)our z' , le dénominateur de l’expression de »i, et cette expres- 
sion , de même signe que cosC, tandis que celle de t sera de signe 
contraire. Il s’ensuit que si l’on tire, par exemple dans un plan vertical. 
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uageDt «à plan do parallÂle, at sous le même angle « que dans le plan 
da méridien , la portée m- sera aogmentée ou diminuée j selon que ce 
tir aora lien vers l’esf ou rer» fouestf et pour atteindre ê la même por« 
(ée^ il en résnlte aOssi qu'il faudra diminuer l'angle quand on tirera 
vers l’est , ea l'augmenter, lorsque Pon tirera vers Vouesi. 

it^angle « restant le même , et le tir ayant lien dans le plan vertical 
qui répood à l’angle AQv égal i C, ai l’en appelle Çla eatenr de Por^ 
donnée a correspondante à etqn'on ait égard à l’éqnatiou'^/) 

et à la valeur de s, on en conclura 









>.*11 M V • ••V. * 






if/* A 









■m«oê< tmy /. •• 



.*> a-:v< > n V- •• 



( ••x , '* *'■ /> V-* • • î «* • %» «ê * t .*• •! 

e — — ij MS. 



r'-r ■ 



Knfia , seU X la valeur de r qui rêpepd a w , oq la dé^iatiçù 
riabotale du piujactile, masnrée par la perpeud'icu’laire abaiaa^ du point 
E sur la droite OA ; uous aurons , , 



» A*| : 



: : vsi f-i 



Sn iU> 



• ^ •v.A.'*\ r- .'K* f» .«v“ 

O*— -V.» '-i 






^ I ^ ^ »r'>' !• 

CeM*qAautiUé.^MMUk iodépebdauSa da d, ut t oa tipui » aégatia%-«aln«aAar> 
que U d^risdut^ 4(Wê U aSàpC tomb«p le pcdniiy ànt ds 

1 OB,. c'mt- ^r dirnà4*eiUe de mgardantttn potnl O emn 

le point E. Par conséquent, si l’on fiiit eoîncider uiirfieani Tentent la 4i» 
gne OA, avec les quatre demi-axés des x et y, ou , awtrenseut dit, si 
l’on tire successivement vMS l'est, le noni, Pouêst et le mü/i, les dévia- 
tions hori ion taies du projectile auront lieu respectivement, vers le atâdiy 
I eti, le nord et Pouesf, eh conservant une grandeur constante. " ‘ ' 

On peut remarquer qu’a existera entre les quantité# ^ éè'iupl 
port ttês sirh pie r * ’ 

- M '< - ‘ X=*~Acoêréol>, - 



t f» 



<{ai M 

fioT 



* fc -r* A 






â • ^ 



* I 

4 
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